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On calcule la base des differentielles de premiere espece des courbes y q sÂ Á Á
p  .a i x y a ou q est quelconque. On utilise cette base pour la recherche desÁis0 i
points de Weierstrass de certaines courbes.
We calculate a base of differentials of the first kind of the curves y q s
p  .a i x y a . We use this base for the search of the Weierstrass points ofis0 i
certain curves. Q 1998 Academic Press
Â1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS
 .L'entier q est quelconque ne divisant pas p. Pour i de 0 a p p ) 1 , lesÁ
a sont des entiers tels que:i
p
1 F a F q y 1, a ' 0 q , .i i
is0
et les a sont des nombres complexes deux a dux distincts. On pose:Ái
p
d s pgcd q , a et d9 s pgcd q , a . . i i i /
is1
Soit C la courbe algebrique complexe, supposee irreductible dont leÂ Â Â
modele affine a pour equation:Á Á Â
n
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Pour q premier cette courbe est un revetement cyclique de degre qÃ Â
premier de la droite projective P1 s P1 , ramifie en les points a , . . . , a .ÂC 0 n
 .Notons A le point a , 0 pour i de 0 a p. A est un point singulier de C siÁi i i
 . 0 1 .a G 2. Le point a l'infini est V s 1,0, 0 . On note H C, V l'espaceÁi C
vectoriel des 1-formes holomorphes sur C.
Rappelons que dans le cas q premier, le genre g de la courbe est:
1 0 1 . .  .g s p y 1 q y 1 . Une base de H C, V est donnee par les gÂC2
w xelements 1 :Â Â
bn di¡  x y a x dx .is1 i
v sm , d my
p pma mai iX~ ) .0 F d F d s y y 1, m q qis1 is1
ma i
1 F m F q y 1, b s .i¢ q
Genre de la courbe
w xSi q n'est pas premier, le theoreme d'Hurwitz 3 donne:Â Á
p1
g s p y 1 q y d y d9 q 2 . .  i /2 is1
Â Á Á2. DIFFERENTIELLES DE PREMIERE ESPECE
 .Dans le cas q quelconque les differentielles donnees ci-dessus )Â Â
continuent de former une base a condition d'eliminer celles qui ne sontÁ Â
pas holomorphes aux points A . Montrons ce qui se passe sur l'exemple:i
y9 s x 2 x y z z6 . .
 .Les differentielles donnees par la formula ) sont:Â Â
dx dx x dx x dx x dx
, , , , .3 4 6 7 8y y y y y
Les elements:Â Â
dx z dz x dx z 3 dz
v9 s s , v0 s s3 3 6 6y y y y1 1
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 .ne sont pas holomorphes au voisinage du point V s 1, 0, 0 . En effet, une
2 3 des branches peut se parametrer par y s t , z s t , les autres branchesÂ
.sont conjugees de celle la . Nous avons:Â Á
t 5 dt dt t11 dt dt
v9 s s , v0 s s .6 12t tt t
Rappelons que la dimension de l'espace vectoriel des differentielles deÂ
premiere espece est egale au genre g de la courbe. Le resultat cle est leÁ Á Â Â Â
suivant.
PROPOSITION. Posons:
bn di x y a x dx .is1 i
v sm , d my
a¨ec m s 1, . . . , q y 1 et d ¨erifiant 0 F d F dX . Alors v est holo-Â m m , d
morphe sauf pour les
q
Xm s j et d s d ,md9
a¨ec j entier et 1 F j F d9 y 1. Ainsi pour obtenir une base de differentiellesÂ
holomorphes, il faudra donc eliminer d9 y 1 differentielles non holomorphesÂ Â
 .qui sont donnees par la formule ) .Â
qPreu¨e. Si m s j , alors v s'ecrit:Â? m , dd9
w xja rd9p dt x y a x dx .is1 i
v sm , d j qrd9 .
avec d verifiant la condition:Â
p pma mai iXd - d q 1 s y . m q qis1 is1
 : w xPour x reel, notons x s x y x . Nous avonsÂ
p ja iXd q 1 s . )) .m  ;d9is1
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Nous allons considerer tous les monomes de degre d inferieur ou egal aÂ Ã Â Â Â Á
p ja iXd s y 1,m  ;d9is1
et etudier les conditions pour que les differentielles soient holomorphes auÂ Â
point a l'infini. Au voisinage de ce point une base est formee des elementsÁ Â Â Â
z b dz z b dz
v s s .m m j qr d9.?y y
 X .Calculons la valeur de b pour le d maximal d s d . Nous avons:m
p p pq ja ja j q jai i ? i
b s j y 2 y y q 1 s y y 1.  ?  ; /d9 d9 d9 d9 d9is1 is1 is1
 .Nous allons utiliser le parametrage local au voisinage du point V s 1, 0, 0Â
donne par z s t qr d9, y s t qya i.r d9 et montrer que v X n'est pasÂ m , dm
holomorphe. Au niveau des exposants nous avons
ppq jq ja q y d9 jq q y  a yd9i is1 iy y 1 q y s s y1.  /d9 d9 d9 d9 d9 d9 d9is1
dt
XDonc v s .m , d tm
EXEMPLES. Donnons ci-dessous trois exemples qui illustrent des situa-
tions differentes.Â
 . 9  .2 .4 31 y s x y z x y 2 z z : d s d s 1, d9 s 3, g s 3. Nous1 2
 .avons d9 y 1 differentielles non holomorphes donnees par la formule ) ,Â Â
9 9celles pour lesquelles m s s 3 et m s 2 = s 6.3 3
x y 2 dx x y 1 x y 2 dx .  .  .
v s , v s .2 43 6y y
La base de differentielles estÂ
3dx x y 2 dx x y 1 x y 2 .  .  .
v s , v s , v s .1 3 53 4 5y y y
 . 8  .2 .3 32 y s x y z x y 2 z z . Nous avons d9 s 1. Dans ce cas toutes
 .les differentielles obtenues par ) sont holomorphes et la base desÂ
differentielles estÂ
2dx x y 1 x y 2 dx x y 1 x y 2 dx .  .  .  .
, , .2 5 7y y y
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 . 12  .2 . .5 . 33 y s x y z x y 2 z x q 4 z x q z z . Nous avons d9 s 3,
 .g s 15 et donc deux differentielles non holomorphes m s 4, m s 8 .Â
Pour m s 4, j s 1 et dX s 1, nous avons d s 1, d s 0. La differentielleÂm
qui reste holomorphe est celle qui correspond a d s 0. Le meme raison-Á Ã
nement s'applique pour m s 8.
Calcul du genre a partir de la baseÁ
  ..Un calcul elementaire sur les parties entieres donne d0 s pgcd a , q :Â Â Á
2qy1 ma a q y 1 q 1 q q d0 .
s y y 1  /  / /q q 2 q d0 d0 2ms1
a q y 1 y q q d0 .
s .
2
  ..La condition sur d cf. ) s'ecrit:
ma mai iy q q
a q y 1 y q q d9 .is
2
a q y 1 y q q d a q y 1 y q q d .  .1 1 i py q ??? q /2 2
p q y 1 q d9 y d . is .
2
En retranchant d9 y 1 a cette quantite, on obtient:Á Â
q p y 1 y d9 y d q 2 . i
,
2
 .qui est donc le nombre des differentielles de ) auquel on a retrancheÂ Â
 .d9 y 1 , nombre des differentielles qui ne sont pas holomorphes. OnÂ
retrouve bien g.
3. APPLICATION: POINTS DE WEIERSTRASS DE
CERTAINES COURBES
 . 3a Quartique de Klein. C'est la courbe d'equation homogene: X Y qÂ Á
3 3  .Y Z q Z X s 0, de genre g s 3 et ayant PSL F pour groupe d'auto-2 7
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morphismes. Par la transformation birationnelle
¡ y1 3 y1 y1 3 y1¡X s yx y z x s yX Y Z~ ~y s YY s y ¢¢ z s Z.Z s z
cette courbe est equivalente, dans le plan projectif complexe, a la courbe:Â Á
y7 s x 2 z 4 x y z , .
dont l'equation affine estÂ
y7 s x 2 x y 1 . .
Une base de differentielles estÂ
dx x dx x 2 dx
v s , v s , v s .1 2 33 6 6y y y
 . 7 4 7.1r7Au voisinage de P 0, 0 on parametre par: x s t , y s t 1 y t .Á
2  .  2 4.La courbe canonique C est definie dans P par v , v , v s t , t, t .ÂK 1 2 3
 4Les lacunes sont donc 1, 2, 4 . L'ensemble des non lacunes est le semi-
groupe d'entiers dont nous donnons les generateurs:Â Â
 : 4G s 0, 3, 5, 6, 7, 8, ??? s 3, 5, 7 .
Le poids de P est
W P s 1 y 1 q 2 y 2 q 4 y 3 s 1. .  .  .  .
L'origine est un point de Weierstrass normal. On demontre que cetteÂ
courbe a 24 points de Weierstrass, tous normaux. Elle atteint la borneÁ
superieure g 3 y g du nombre possible de points de Weierstrass que peutÂ
w xavoir une courbe 2 .
 . 4 4b Quintique de Snyder. C'est la courbe d'equation X Y q Y Z q
Z4 X s 0. Nous avons g s 6. Par la transformation birationnelle
X s yx 3 y4
y1 5Y s yx y
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13 9 .l'equation affine est y s x 1 y x . Une base de differentielles holo-Â Â
morphes est:
x 2 dx x 4 dx x 5 dx
v s , v s , v s1 2 35 7 8y y y
x6 dx x7 dx x8 dx
v s , v s , v s .4 5 610 11 12y y y
 . 13 9Au voisinage de P 0, 0 , on parametre par x s t , y s t . L'ensemble desÁ
 4lacunes est L s 1, 2, 3, 5, 6, 9 . Celui des non lacunes
 : 4G s 0, 4, 7, 8, 10, ??? s 4, 7, 10, 13 .
Le poids de P est
W P s 1 y 1 q 2 y 2 q 3 y 3 q 5 y 4 q 6 y 5 q 9 y 6 .  .  .  .  .  .  .
s 5.
Le point P est un point de Weierstrass ni normal ni hyperelliptique.
 . 8 2 .3 3c Courbe d'equation: y s x x y z z . C'est une courbe de genre
 .  .  .3, ayant trois points singuliers O 0, 0, 1 , A 1, 0, 1 , V 1, 0, 0 . Les trois
differentielles holomorphes de la base sont:Â
2 2dx x x y z z dx x x y z z dx .  .
v s , v s , v s .1 2 32 5 7y y y
Orbites de la courbes
8 3 3 .2Nous avons y s u z u q z en posant x s u q z. Sous cette forme
on voit qu'il y a deux generateurs du groupe d'automorphismes:Â Â
c u , y , z s u , z y , z z s eip r4 , c 8 s id .  .  .
w u , y , z s z , y , u , w 2 s id. .  .
Il est clair que wc s cw. D'ou:Á
a b < < <G s w c 0 F a F 1, 0 F b F 7 « G s 2.8 s 16. 4
Les points stables par c sont tels que y s 0. Ce sont: O, A, V. Donc:
 4G O s O et G O s 1. .  .
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 .Par un parametrage local au voisinage du point O, nous avons v , v , vÂ 1 2 3
 2 .  2 3 .  4s t, t , 1 s t , t , t . L'ensemble des lacunes est donc L s 1, 2, 3 . Le
 .  .point O n'est donc pas de Weierstrass. Nous avons w A s V et w V s
A. Donc
 4G A s V , A et G A s 2. .  .
 .On verifie de meme sans peine que le point A et donc aussi V n'est pasÂ Ã
 4de Weierstrass. En ce point l'ensemble des lacunes est L s 1, 2, 3 .
 1r4 .Etude au point S s 1, 2 , 1
Les points de l'axe de symetrie sont stables par w. Nous travaillons enÂ
 .  .  .coordonnees u, y, z . Il y a les points O s y1, 0, 1 , A s 0, 1, 0 et lesÂ
 . 8  1r4 .points 1, y, 1 verifiant y s 4. Ce sont le point S s 1, 2 , 1 et sesÂ
images par les c a. Donc
7G S s S,c S, . . . , c S et G S s 8. 4 .  .
Pour
P f G O j G A j G S , G P s 16. .  .  .  .
Pour calculer le wronskien D au point S nous allons travailler en coor-
 .donnees affines u, y ou u est la variable et y fonction de u. La base desÂ Á
differentielles s'ecrit:Â Â
y5 du y2 u u q 1 du u2 u q 1 du .  .
v s , v s , v s .1 2 37 7 7y y y
Le Wronskien D a calculer est:Á
5 2 2y y u u q 1 u u q 1 .  .
5 2 2y 9 y u u q 1 9 u u q 1 9 .  .D s . .  .  .
5 2 2y 0 y u u q 1 0 u u q 1 0 .  . .  .  .
Multiplions la premiere colonne par y3, la seconde par y6. Au point S onÁ
 .a la relation 5L s 2 L L ligne i . Donc D s 0 et S et de Weierstrass.1 2 i
Nous allons calculer les lacunes et le poids de S. Nous parametrons enÂ
 .t s u y 1 t s 0 au point S . Nous avons:
2t2 3 2 38 3y s u u q 1 s 1 q t 2 q t s 4 1 q t 1 q . .  .  .  .  /2
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D'ouÁ
3r8 1r41r4y s 2 1 q t 1 q t . .  .
Nous mettons v sous la forme: v s 2 l j vX dury7 ou l est choisi deÁj j j j
maniere telle que vX s 1 q  a t i. On trouve:Á j iG 2 i j
5 65 35
X 2 3v s 1 q t q t q t q ???1 2 32 64
5 33 19
X 2 3v s 1 q t q t q t q ???2 2 16 32
5 1
X 2 3v s 1 q t q 2 t q t .3 2 2
Les vX sont tous de valuation 0. Si l'on forme les differences elles sontÂj
toutes de valuation 2. Le 1 est absent. Donc 2 est lacune et nous
retrouvons le fait que S est de Weierstrass. Les valuations des differencesÂ
u vX q u vX q u vX en ordre strictement croissant sont: 0, 2, 4. D'ou lesÁ1 1 2 2 3 3
 4  :lacunes: L s 1, 3, 5 . Le semi-groupe correspondant est G s 2, 7 de
 .  .  .seuil c s 6. Le poids W s 1 y 1 q 3 y 2 q 5 y 3 s 3.S
 4La courbe a huit points de Weierstrass, de poids 3, de lacunes 1, 3, 5 ,
 :  .  1r4 i lp r4.  .de semigroupe 2, 7 , de coordonnees x, y : 2, 2 e 0 F l F 7 . OnÂ
a bien tous les points de Weierstrass car 3.8 s 24 s g 3 y g. Le nombre de
points de Weierstrass de cette courbe est 8 s 2 g q 2, minimum possible.
Elle est donc hyperelliptique.
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